Несколько комментариев в связи с задачами и терминологией из учебника Некрасова А.И. (1965г).

70 (стр. 349). Дана неподвижная прямоугольная система координат Oxyz. Вокруг оси Ох равномерно вращается некоторая система отсчета I, совершая полный оборот в 2 секунды.  Относительно системы 1 другая система II равномерно вращается вокруг оси, совпадающей в данный момент с осью Оу, совершая один оборот в 4 с. Наконец, относительно системы II  вращается равномерно некоторая материальная система III вокруг  оси «дельта», которая в данный момент образует с осью Oz угол в 45 градусов и наклонена к осям Ох и Оу под равными углами; в этом последнем движении материальная система совершает полный оборот в 0,5 секунды. Найти величину мгновенной угловой скорости материальная системы относительно неподвижной системы Oxyz, а также положение мгновенной оси вращения.

Своя трактовка условия: 

некоторая материальная система 3 (пропеллер вентилятора) вращается относительно произвольно ориентированной оси «дельта» (диагональ кабины центрифуги) системы координат, связанной с некоторым абсолютно твердым телом, которое, в свою очередь, находится внутри другого абсолютно твердого тела (кабина центрифуги), вращающегося вокруг оси Оу1 связанной с ним системы координат. Но и это тело находится внутри другого твердого тела, которое может вращаться вокруг оси Ох неподвижной системы отсчета наблюдателя (центрифуга).

Уравнения движения системы 1 относительно неподвижной системы наблюдателя, угловая скорость 
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Уравнения движения системы 2 относительно неподвижной системы наблюдателя, угловая скорость 
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Уравнения движения системы 3 относительно неподвижной системы наблюдателя (угловая скорость 
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) можно записать только в новой системе координат, одна из осей которой совпадает с осью «дельта»:
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Чтобы воспользоваться принципом суперпозиции, необходимо привести последнюю систему к единой общей для всех рассматриваемых движений неподвижной системе координат наблюдателя. Для этого следует воспользоваться стандартными афинными преобразованиями (Корн, стр. 76) как для переменных Лагранжа
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так и для переменных Эйлера
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где  t11, t21, t31 – направляющие косинусы оси 
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, t12, t22, t32 – направляющие косинусы оси 
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Сначала перейдем в уравнениях (3) к единым переменным Лагранжа
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Затем перейдем с помощью соотношений (е) к единым переменным Эйлера
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Такие громоздкие уравнения описывают вращение твердого тела относительно оси «дельта» в фиксированной системе координат наблюдателя.

Теперь можно переходить к суперпозиции движений, принимая во внимание, что именно это движение является вложенным в движение (2).  Таким образом, суперпозицию движений 2 и 3 описывают уравнения
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Заключительная подстановка приводит к окончательным уравнениям движения, заданным в условиях задачи, записанным в фиксированной системе отсчета наблюдателя
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 Это и есть уравнения совмещенного движения, которые позволяют определить компоненты скоростей и ускорений в любой момент времени, т.е. при любых угловых смещениях и при любом законе их изменения. Для их проверки убедимся в равенстве текущих координат начальным в исходном состоянии, когда все угловые смещения равны 0:

x = 
[image: image73.wmf]11

31

21

11

*

)

(

t

t

t

t

g

b

a

+

+

 + 
[image: image74.wmf]12

32

22

12

*

)

(

t

t

t

t

g

b

a

+

+

+
[image: image75.wmf]13

33

23

13

*

)

(

t

t

t

t

g

b

a

+

+

= (;
y = 
[image: image76.wmf]21

31

21

11

*

)

(

t

t

t

t

g

b

a

+

+

+ 
[image: image77.wmf]22

32

22

12

*

)

(

t

t

t

t

g

b

a

+

+

+ 
[image: image78.wmf]23

33

23

13

*

)

(

t

t

t

t

g

b

a

+

+

 = (;

 z = 
[image: image79.wmf]31

31

21

11

*

)

(

t

t

t

t

g

b

a

+

+

+ 
[image: image80.wmf]32

32

22

12

*

)

(

t

t

t

t

g

b

a

+

+

+
[image: image81.wmf]33

33

23

13

*

)

(

t

t

t

t

g

b

a

+

+

 = (.

Чтобы найти угловую скорость и положение мгновенной оси вращения, необходимо найти уравнения для скоростей и зафиксировать некоторый момент времени. Для рассматриваемых в задаче условий следует принять все угловые смещения равными 0. Для перехода к более компактным записям есть смысл рассмотреть различные варианты преобразований, которые давали бы дополнительное обоснование векторного разложения угловых скоростей и вытекающего отсюда же алгебраического сложения одноименных компонент. Тогда можно сразу записать окончательный результат для компонент общей угловой скорости по осям координат

(2(+(=3(; 2(+0,5(=2,5(;  0,707*4(=2,8()

и для направляющих косинусов положения мгновенной оси вращения

cos(x, m) = 3:(
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/2); cos(y, m) = 2,5:( 
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/2); cos(x, m) = 2,8:( 
[image: image84.wmf]93

/2).

Аналог 71 (стр. 339). Стержень В1Д1 может  вращаться вокруг своей оси с угловой скоростью  
[image: image85.wmf]t

j

. К нему приделан стержень В1В2 а к последнему – стержень В2Д2, параллельный стержню В1Д1. На стержне В2Д2 находится диск, который может вращаться вокруг стержня В2Д2  с угловой скоростью 
[image: image86.wmf]t

y

. На диске находится точка А. Показать, что при одновременном вращении стержня В1Д1 и диска на стержне В2Д2 точка А «получит такую линейную скорость, как если бы она вращалась вокруг оси ВД и угловой скоростью 1+2. Определить положение мгновенной оси вращения. 

В рассматриваемом примере вложенным будет вращение диска относительно оси стержня В2Д2
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Наложенное движение – вращение вокруг оси стержня В1Д1
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Уравнения совмещенного движения
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Эти же уравнения можно представить в виде
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После дифференцирования по времени находим компоненты скорости
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Положение мгновенного центра скоростей определяют уравнения
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В любой момент времени, когда у=0 (при 
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) мгновенный центр скоростей отстоит от стержня В1Д1  на расстоянии 
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Следовательно, мгновенная ось вращения ВД делит расстояние между осями В1Д 1 и В2Д 2 в отношении (а= В1В2)
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что совпадает с результатом в учебнике, но приведенное в кавычках утверждение требует дополнительного пояснения.
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